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Uber Pendel mit Quecksilber - Compensation.
Yon Dr. J. Bé hm,
(Vorgelegt in der Sitzung vom 23. April 1857.)

L

Die mir iibertragene Priifung zweier, von unserem ausgezeicl-
neten Kossek verfertigten Pendeluliren, gab mir Anlass — da diese
Ulren mit Quecksilber-Pendeln versehen sind — mich mit dieser
Compensation etwas eindringlicher zu beschiftigen.

Diese Compensatious -Form gehort, ungeachtet mannigfacher
Einwendungen die man gegen dieselbe macht, doch noch immer zu
den einfachsten und besten, und steht desshalb in hiufiger Anwen-
dung bei astronomischen Ulren. Wie noch so vieles dem Praktiker
ganz allein zur Ausfiibrung iiberlassen wird, was vom Theoretiker
genau vorgezeichnet sein sollte, d. h. wie noch immer gar zu hiufig
Theorie und Praxis iire Wege abgesondert wandern, wihrend doch
nur deren Vereinigung den Hohepunkt im Betriebe zu erklimmen
vermag, so ist es auch noeh in der Uhrmacherkunst. Fiir die Au-
ordnung des Pendels (und fiir manches andere) hestehen wenig voll-
stiindige Vorschriften, sie ist, so zu sagen, der Einsicht des Kiinstlers
allein anheimgestellt. Dass man unter solechen Umstinden nicht er-
warten darf, die Uhr werde so vollkommen aus der Hand des Er-
zeugers hervorgehen, dass an ihr weiter niehts zu reguliren wire,
versteht sich von selbst.

Gliicklicher Weise hat dies keine Folgen, wenn nur die Ver-
hiiltnisse nahezu getroffen sind und das Werk so eingeriehtet ist,
dass es kleine, die Regulirung des Ganges der Uhr ermiglichende
Correctionen leicht zulisst.

Bei Quecksilber-Pendeln, auf deren Betrachtung wir uns hier
beschrinken, wird die Regulirung der Compensation durch Zugabe
oder durch Wegnahme kleiner Quantititen von Quecksilber vollfihrt.
So findet man die Sache gewdhnlich dargestellt. Allein diese kleinen
Quantititen Quecksilber setzen voraus, dass die absolute Quantitit
Quecksilber, von Anfang her schon sehr nah e getroffen sei, da sich
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sonst, wie wir unzweifelhaft zeigen werden, die kleinen Quautititen
in ziemlich grosse verwandeln.

Um die absolute zur Compensation nothwendige Menge Queck-
silber zu ermitteln, werden Berechnungen angestellt die, um recht
einfache und gefillige Formeln zu erhalten, von Voraussetzungen
ausgehen, die der Wirklichkeit ferne stehen und die daher aueh zu
wesentlich unbrauchbaren Resultaten fitliren miissen, und thatsichlich
auch fithren.

Was dieZngabe oder Wegnahme von kleinen Quantitiiten Queck-
silber betrifft, so erscheint diese Operation an sich sehr einfach,
withrend sie in der That sehr mihevoll und langwierig wird, wenn
es sich um vollste Sehiirfe, die man doch stets vor Augen haben soll,
handel(. Jedem, der sich mit der Behandlung von Uhren hefasst hat,
ist bekannt, dass es eines langeren Zeitranmes hedarf, um sich der
Abhiingigkeit des tiiglichen Ganges der Uhe von der Temperatur zu
versichern. Man muss den Gang der Uhr bei niedriger und bei be-
deutend hiherer Temperatur erprobt, man muss, mit andern Worten,
Winter und Sommer oder doch Friihjahr und Sommer ete. beniitzen,
um zu einem verliisslichen Resultate zn gelangen. Hat man nun, um
die Compensation zu reguliven, eine kleine Quantitiit Quecksilber zu-
gegeben oder weggenommen, so wird man wieder lange Zeit ab-
warten miissen, um sich zu iiberzeugen, ob man das richtige Quantum
getroffen habe oder nicht u. s. w.

Ein solches Vorgehen mag dort Anwendung finden , wo keine
anderen Wege zum Ziele filhren, in anderem Falle ist es vortheilhaft
auf directem Wege vorzugehen. Es lisst sich vermuthen, dass dies
bei dem vorliegenden Gegenstande angehen, und dass eine genauere
Betrachtung eines solehen Pendels auf directem Wege zum Ziele
filhren werde.

Zwei Dinge sind es, um die es sich hier handelt, und zwar:

1. um die sehr genitherte Bestimmung der zur vollstindigen
Compensation nothigen absoluten Quecksilbermenge, und
dann

2. um die Ermittlung der Abhiingigkeit des Compensations-
Verhiiltnisses von kleinen Anderungen der absoluten Queck-
silbermenge.

Betrachten wir ein Quecksilber -Pendel vorerst in seiner ein-

fachsten Form. In solcher wird es repriisentivt durch eine Stahl-
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w Stange w v, die bei w aufgchingt ist, und eine Queck-
silbermasse p v, die von der Stange durchdrungen und
in ¢ mit ihr fest verbunden ist. Jedes anders geformte
Pendel dieser Kategorie wird sich auf die vorliegende
Form ohme Anstand zuriickfihren lassen. Dabei darf man
von dem Umstande, dass das Quecksilber in einem Ge-

-]¥  fisse eingeschlossen sein miisse, ginzlich absehen und

sieh p v als eine starre Masse vorstellen.

Es seien die Lingen

- wo = [
po=1h
fir die Temperatur von 00 R.
Ferner sei
¢ das Gewicht der Stange,
q » . des Queeksilbers,
und
P und 2
seien die Ausdehnungs-Coéfficienten fiir Stahl und Queeksilber fir
einen Grad Reaumur.
Beziehen wir alle Momente auf den Punkt o, so ist vorerst das
statische Moment der Stange

S=g.é

und dessen Anderung
l
dS=yg—.p=8.p.
Bezeichnen wir das statische Moment des Quecksilbers
durch 7, so ist dagegen §))
h

~

und

dS' = q (lpt—-%n).

Um die Momente der Triigheit zu entwickeln, hitte man auf
die Durehmesser der Stange und des Quecksilbers — wenn man sich
beide Objeete eylindriseh vorstellt — Riicksicht zu nehmen. Da aber
an der Sache dadureh verhiltnissmiissig nur wenig geindert wird,
und es sich hier nur um eine allgemeine Ubersicht der Verhiltnisse
der Compensation handelt, so wird es erlaubt sein hievon vorliufig
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ganz abzusehen. Bezeichnen wir die Momente der Trigheit der
Stange und des Quecksilbers durch K und K’, so ist unter der ge-
nannten Beschrinkung

2

= g—

‘; 3 ©
(l](=§gl2p. = 2kp.

Fir das Quecksilber ist aber
12 0 (1—h)?
7T — () —— . .
K =0 3 B 3
wo ( dasjenige Gewicht vorstellt, welches eine mit der Pendel-
stange gleich lange Quecksilbermasse hiitte, @' das Gewicht von der
Linge o p. Da nun offenbar

b - (I—hr)
Q—QT: Q—([ h

ist, so wird auch

h? !
K—q {zz— i+ 2| (3)
und
2
A = ¢ %21311—111(11.-{—70—{—?/ﬂn}. (4)

Ist nun L die Liinge desjenigen mathematischen Pendels, das
mit dem vorliegenden physischen isochron schwingt, so ist be-

kanntlich
K+ K

[ — —— B
L=—ors (5)
und daher auch
dK + d K’ dS + dSh
= — . L. 6
L S+ 8 5T§ (6)

Soll das Pendel vollkommen compensirt sein, so darf L in
Folge der Temperatur keine Anderung erleiden, d. h. es muss
‘ (dK + dK') —(dS+dS)L=0 )
sein.
Setzen wir fiir ¢k und d k' u. s. w. ihre Werthe, so erhalten
wir fir die Compensation die Bedingnngsgleichung

;glﬂp +¢q {2 By —1h(p+n) —{—%h?n} =

=L {!/é#—F'/(m—}—;’i];-

(8)
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Die Gleichung (8) zeigt, dass eine Compensation in voller All-
gemeinheit nicht moglich ist; was iibrigens auch fiir jede andere Com-
pensations-Form gilt. Wenn eine exacte Compensation miglich ist,
so0 ist sie dies jedenfalls nur fiiv einen bestimmten Werth von L.

Es ist jedoch nicht schwer einzusehen, dass eine miissige An-
derung des Werthes von L, selbst fiir die genaueste Praxis, keinen
merklichen Einfluss auf die Compensation ausiiben werde, so dass die
beriihrte Besehrinkung nur eine theoretische Bedeutung erhilt. In
Folge dieses giinstigen Umstandes ist eine der zu untersuchenden
Grissen, ndmlich L, durch die Natur der Sache oder, besser gesagt,
dadurch gegeben, dass man sich fiir eine bestimmte Zeit ent-
scheidet, nach weleher die Uhr gehen soll.

Nehmen wir L als gegeben an, so haben wir es noch mit den
Grossen ¢, ¢, hund I zu thun, von denen nur eine dureh die Glei-
chung (8) bestimmt werden kann. Da aber gleichzeitig auch die
Gleichung (5) zu bestehen hat, so lasseu sich zw ei der vorbenannten
Grossen bestimmen, wiithrend die zwei anderen unbestimmt,
respective dem Ermessen des Kiinstlers tberlassen bleiben. Fiir diese
letzteren wird man fiiglich g und ¢ nehmen diirfen.

Diese Gewichte stehen inzwischen zu einander und zu dem Gan-
zen nicht ausser aller Beziehung. Vorerst ist es ein unabweishares
Erforderniss, der Pendellinse ein angemessenes Gewicht zu geben.
Das Pendel muss hinreichende Kraft huben zur Beherrschung der
sieh seiner Bewegung in den Weg stellenden maonigfachen Einfliisse,
und um die Hemmung unter allen Umstinden mit Sicherheit zu
vollbringen. Je nach der Beschaffenheit des Werkes wird die Linse
ein grisseres oder ein kleineres Gewicht haben miissen, was der
Kiinstler zu beurtheilen hat und auch zu beurtheilen vermag.

Wir kounen somit ¢, das Gewicht desQuecksilbers als gegeben
ansehen. Von der Grisse dieses Gewichtes wird andererseits die,
ad minimum npthige Stirke. also das Gewicht ¢ der Pendelstange
abhingen; indem sie einerseifs stark genug sein muss die schwin-
gende Last zu ertragen, dann aber wieder eine wehr als nothwendige
Stirke derselben zu vermeiden ist. Man wird, ohne dadureh eine
storende Besehrinkung in unsere Betrachtungen einzufiihren. zwi-
schen den Gewichten ¢ und ¢ ein bestimmtes Verhiltniss annehmen
konnen; wofiir bei einem factisch vorliegenden Pendel das that-
siichliche Verhiltniss zu nehmen sein wird,
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Setzen wir nun der Kiirze wegen
g = [l
so entfallen g und ¢ ginzlich aus den Gleichungen (5) und (8) und
diese werden:
3{QR+p)l—WL=2{B+p)lr—3lh+ 1% 9
und
hn

2L 1) bl () o = {({’?+1)m— _} L (10)

2

Setzt man der leichteren Ubersicht wegen, in der ersteren dieser
Gleichungen
2(p+3) =«
bh43(p+2)L = p
GLY20) h =9

und

R |

= Bo; a4 _
0 @ 70 >
so wird sofort

i Po 20—
b=7% = VT ()
Setzt man ebenso in der Gleichung (10)
P —
2 (—2— + 1) p=a
p
hutp)+L(s+1)p =1

L 2
(? + > lz) hn =c¢
und
b
~ =l
4
c
(43
so wird auch
b Vi —A e
I = Eﬂ + _-5—0 (12)
Dadurch gelangt man zu der Endgleichung
bo iVbzo‘—4Co=ﬁoiV.320—4‘)’o (13)

in welcher blos die Variable 7 enthalten ist, die daher auch aus ihr
gefunden werden kann. Eine directe Auflosung der Gleichung (11)
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diirfte inzwischen ziemlich umstiindlich werden, aufindirectem Wege
bietet die Aunffindung des Werthes von % keine Schwierigkeiten dar.

Nehmen wir zu diesem Ende an, es sei.vein genaherter Werth von
h und w-+4de der walre. Setzen wir dann die mit dem Werthe von

berechneten Ausdriicke

by i" b2y —4cy = A
;30 2o v ralo—"*'/u =D
und iberdies
dA—dB
=3 [f;
dh
so erhalten wir sofort
A (B—A) G
de = T (1‘*)
Ist der fir do gefundene Werth gross. so werden die Aus-
dricke
dA )
44 (ﬂ) doe = A
dB ,
B+ (ﬂ) de = B

einander nicht gleich sein, Man erhilt aber sofort eine fernere Cor-
rection von dv durch den Ausdruck
B — A

M

dy' =
und es ist dann
h=x+4+dx+dx (15)
Ist d nicht allzugross, so wird man fiir 3. in dieser zweiten
Rechnung, den aus der ersten Rechuung resultirenden Werth behal-
ten konnen.
Um das Gesagte an einem Beispiele zu erldutern, nehme ich an,
es sei bei einem Pendel
p = 0'30.
Soll die Uhr nahezu nach Sternzeit gehen, so wird
L = 45070 Wiener Klafter

zu nehmen sein. Ferner ist

i = 0-0000144
n = 0:0002252.
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Als geniherten Werth von £ nehme ich A=73"0 an. Damit finde ich

A= 101490
B = 1007-99
dA .
(ﬂ) = 13571
dB
(d—]) = 0889,
mithin auch
dv = —0"478.

Mit diesem Werthe von de erhilt man ferner
A = 100842
P = 100757,
daher auch

do' = — 0"059.
Hieraus ergibt sich der vollstindige Werth von A
h = 72"46. (16)
Mit diesem Werthe findet man
A" = 10076

B' = 10075,

was der Rechnung zur Controle dient.

Da aber
A= B — 21
ist, so erhilt man gleichzeitig unmittelbar
! = 503"8 W. M. 17

Berechnet man mit den fiir 2 und / gefundenen Werthen die Ande-
rungen dK, dK', dS und dS’', so erhilt man
dK + dK = 00824
dS+ dS)L = 00827,

wodureh die Bedingungsgleichung (7), da nur mit 5stelligen Loga-

rithmen gerechnet wurde, — hinreichend genau erfillt wird.
Hiitten wir die Rechnung mit der Annahme
p =00

die gewohnlich gemacht zu werden pflegt, durehgefiibrt, so wiirden
wir sehr nahe

h = 064"8

I = 4816 (18)
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crhalten haben; was mit der eingangs besprochenen gewdhnlichen
Anschauungsweise iibereinkommt. Wir sehen hieraus aber ganz klar,
in welchem Grade dic Vernachlassigung des Gewichtes der Stange
stirend auf das gesuchte Resultat einwirken kann, indem ihr allein
die Differenz der beiden fiir 2 gefundenen Werthe (16) und (18),
die
T

betriigt. zur Last fallt. Eine solche Differenz wird aber keines-
wegs durch kleine Quecksilbermengen ausgeglichen; dazu wird
bei den gewihnlichen Dimensionen solcher Pendel, etwa ein ganzes
Pfund Quecksilber erfordert, das in der That nicht einige, son-
dern einige tausende Tropfen betrigt.

IL.

Die eben geschlossenen Betrachtungen werden, wo es sich um
Construction eines Quceksilber Pendels handelt, sichere Anhalts-
punkte zar Bestinmung der geeigneten Dimensionen gewiliren. Ein
darnach eingerichtetes Pendel wird beziiglich der Compensation nur
wenig zu wiinschen ibrig lassen. Anders wird sich die Sache aber
mit einem bercits fertigen Pendel verhalten unter der Annahme, dass
es nicht vollstiindig compensirt sei. Hier wird die Frage entstehen,
wie der mangelhaften Compensation nachzuhelfen sei. Dass dies am
einfachsten durch Regulivung der Quecksilbermenge geschehen wird,
ist fiir sich selbst klar, und es wird sich nur darum handeln die dazu
benothigte Quecksilber-Quantitit durch Rechnung zu bestimmen , so
wie auch die Wirkung zu untersuchen, dic dies auf den Gang der
Ulir ausiiben werde.

Nehmen wir an, es seien fiir ein bestimmtes Pendel die Grissen
{, h und p gegeben, und XV sei dic Anzahl der Schwingungen, die
das Pendel in einem mittleren Tage macht.

Da bekanntlich iiberhaupt, wenn ¢ die Schwere, ¢ die Dauer
einer Schwingung, I die Liinge des mathematischen Pendcls aus-

driickt,

b= (2 s
ist, so ist auch

= (M) g

s N

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XXVI. Bd. L. Hft. 23
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und zugleich

dL = — 2,L .dN
oder (19)
. N
dN = — e .dL.

Hier dritckt 4 N die Anderung des tiglichen Ganges der Chr,
und insbesondere 4 @V die Zunahme der tiglichen Acceleration ans.

Die Unterscheidung zwischen Acceleration und Retardation ist
in der Praxis sehr umbequem und stivend: bequemer ist es sich der
sogenannten Correction der Uhr und ihrer tiglichen Anderung (%)
zu bedienen. Nehmen wir die Correction der Ulr immer so, dass sie
mit ihrem Zeichen zur Uhrzeit addirt die richtige Zeit gibt. und
bezeichnen wir die Anderung derselben durch %, so ist offenbar

di = —dN,
daher auch
dL =2 _f_ L dE
A“ 20)
ds = E dL.

Setzen wir nun voraus, dass < (fiir 1 Grad Temperatur-Zu-
nahme) durch Beobachtungen genau bekannt sei, so ist dureh Gl (20)
so fort auch die factische Auderung von L gegeben, die zur Erzie-
lung der vollstandigen Compensation auf 0 gebracht werden muss.

Unter diesen Verhiltnissen wird die Gleichung (6)

‘2£,d;‘=d1{+df"— (dsw_r-li,S')-L.
'N S+ S (bTb)
Sind nun S,. Ko, ...dS,, dh,.... die Anderungen der

GrossenS, K. ...dS,dK. ..., die dadurch entstehen, dass 7 und
hin {4-dlund in &+ dh tbergehen, so erhalten wir die Bedin-
gungsgleichung
d Ry~ d Ky (dS + dS)
(S5+ 5P WS-
Setzt man der leichteren Ubersicht wegen

%*(—— 1) (2 L}lu—lz (1 4-m) =S+ 8)
(%lz -|——2~——1) n—lp=w(S+7Y)

0
L2 di=0 (21
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und
L
2} . (l€ — C,

so geht die Gl. (21) iiber in
wdl 4+ wdh + C = 0. (22)
Da nun aber durch die Anderungen von & und I der Gang der
Uhr, d. h. L nicht geindert werden soll, so erhalten wir aus (5) die
zweite Bedingungsgleichung
(I + 6)— (So + 8) - L=0; (23)

oder wenn

2(:{5—1-{— 1)[—(%+1)L——h=u’

2/ L ,
(? + 2 e [) = 1w
gesetzt wird,
wWdl - wdh =0. (24)
Die Bedingungsgleichungen (22) und (24) geben unmittelbar
w'
dh = — ——— . C
(wu'—w'u)

dl — w' . (25)

wu' —w'u
wodurch die Aufgabe gelost ist.
Um auch diesen Fall durch ein Zahlen-Beispiel zu beleuchteun,
nehmen wir an es seien bei einemn Pendel, fir welches
p=0-30
L = 450700
sein soll,
h = 74%00
[ = 504740
gemacht worden. Dabei sei durch Beobachtungen gefunden worden,
dass dieses Pendel fiir jeden Grad der Temperatur-Zunalme tig-
lich um 0-0152 Schliige accelerire, so dass

dé=—0-0152
wird. wie dies in der Wirklichkeit nahezu der Fall sein wiirde.
Unter diesen Annahmen finden wir
U = 0-00001248
w = — 0-00008831

o~
w2
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C= — 00001598,
o = 5182
w = —230[;
daher auch aus Gl. (25)
dh = —1"9
dl = — 08, (26)

Man wird also, um die Compensation zu vervollstindigen, die
Quecksilberhohe um 1%9 vermindern und gleichzeitig die Pendel-
stange um 0"8 verkiirzen miissen. Man erhilt dann

h = 72"

{ = 5036
was sehr nahe die friiher (16) und (17), fir ein unter dhnlichen
Verhiltnissen stehendes Pendel, gefundenen Werthe sind.

Eine Quecksilbersiule von 1"9 Hohe entspricht, bei den gewdhn-
lichen Dimensionen der Gefisse soleher Pendel, einer Quecksilber-
Menge von beiliufig

8-34 Wiener Loth.
Wenn man nun bedenkt dass diese keineswegs gar so unerhebliche
Quecksilber-Quantitit in dem vorliegenden Falle, wo die Compen-
sation bis auf die sehr kleine Grisse von
07015

tiglicher Anderung fir 1 Tag und 1 Grad 'Temperatur-Anderung
schon hergestellt war — zur ginzlichen Regulirung der Compen-
sation erfordert wird, so kann man sich leicht eine Vorstellung von
den Quecksilber-Massen machen, deren man benothiget, um eine von
vorne herein weniger gelungene Compensation zu reguliren.

1L

Auf diese Weise wird es miglich die genaue Regulirung der
Compensation mit Sicherheit und in aller Kiirze zu vollbringen.
Allein man darf dabei nicht vergessen, dass wir die einfachste Form
des Pendels zur Vorlage unserer Betrachtungen genommen, und von
den besonderen Formen der cinzelnen Bestandtheile desselben giinz-
lich abgesehen haben. Diese Formen mit ihren ungleieh vertheilten
Massen werden zwar auf den Gang der Betrachtungen keinen Ein-
fluss haben, aber sie werden gewisse Anderungen in den Momenten
mit sich bringen, die nicht vernachliissiget werden diirfen.
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Wollte man diese Formen in aller Schiirfe heriieksiehtigen, so
wiirde die Rechnung dadureh ungemein verwickelt werden, wesshalb
es unerlisslich wird hierin, aber auch nur hierin, gewisse Vercin-
fachungen eintreten zu lassen. Diese werden mit Umsicht erwiihlt,
einen nur sehr untergeordneten Einfluss auf das Resultat ausithen ;
ecinen grosseren wird die nicht genaue Kenntniss der Ausdehnungs-
Coéfiicienten nach sich ziehen.

Man hat in der Regel kein Mittel die fuctischen Werthe dieser
Codfficienten in vorhinein kennen zu lernen, dies gilt inshesondere
von den Ausdehnungs-Coéfficienten des Quecksilbers. Die Versuche
die man dariiber gemacht hat, beziehen sich alle auf luftleeres
Quecksilber, wiithrend jenes in den Pendeln sich keinesweges in
diesem Zustande befindet.

Alle diese Ursachen zusammengenommen werden als die Ur-
sache zn betrachten sein von den Differenzen, die sich, in einem
vorliegenden Falle, zwisehen der Rechnung und der Beobachtung
ergeben, und es wird nicht uninteressant sein dies an einem that-
sichlich vorliegenden Pendel zn erprohen. Als solehes erwiihle ich
jenes von der Uhr ,Kossek Nr. Il,“ und zwar desshalb, weil mir

w dieses Pendel, ehevor die Uhr im Gange
war, zur Hand kam, wodnreh es mir moglich
wurde die meisten seiner Bestandtheile
abzumessen und abzuwiigen, so dass ich
dessen Dimensionen als nahe genug bekannt
ansehen darf; die Einrichtung dieses Pen-
dels weicht von der gewihnlichen Einrich-
tung solcher Pendel, wie man sie vorziiglich
bei englischen Ulren trifit, nicht ab, und
sind auch die Dimensionen der wichtigsten
Bestandtheile den bei bereits bestchenden
guten Pendeln entnommen. Des leichteren
Yerstindnisses wegen ist es hier in seinen
allgemeinen Umrissen ahgebildet.

Es bhezeichnet « den Aufhiingepunkt
des Pendels; oo ist, mit Ausnahme der sehr
kurzen Feder an weleher das Pendel hiingt,
eine runde Stahlstange, mit weleher der
Bigel 2Syc in Verbindung stelt. Diese
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Stange geht bei o dureh das massive Messingstick «f3, und wird
durel die Schraubenmutter 7 verkiivzt oder verlingert. Das benannte
Messingstiick « 3 ist von wenig bestimmbarer Form und steht mit
der cylindrischen Messing-Fassung yc, dureh Hilfe der zwei sehwa-
chen Stahlstangen « 5 und ¢, in fester Verbindung.

Die Fassung o0 ist etwa eine Linie tief ausgedveht, um dem
cylindrischen Glase ¢¢¢h¢ cinen sicherern Stand zu gewiihren, und
das Glasgefiss wird durch eine analoge Fassung i¢ geschlossen. Im
Gefiisse selbst ist das Quecksilber durch Punktirung angedeutet.

Bei diesen Form - Verschiedenlieiten werden die Momente der
einzelnen Bestandtheile separat berechnet werden miissen, wodureh
die Sache ziemlich verwickelt und beschwerlich wird.

Beziehen wir alles auf die Aufhiingungsaxe des Pendels, die wir
zur Axe der Z, ihre Mitte als Antangspunkt der Coordinaten betrach-
ten; nehmen wir ferner die durch die Mitte der Stange wo gehenden
Grade als Axe der @, eine darauf senkreehte als Axe der y an, so ist,
wenn @ das Gewicht eines Massen- Theilchens dessen Lage durch
&, ¥y, ~ gegeben ist, bezeichnet, das statische Moment dieses
Elementes

Das Moment der Triigheit aber (a)
= o(x*+y?)de.dy.dz.

Wihrend nun fir den ganzen Korpertheil, dem dieses Element
angehirt, das statische Moment durch

¢ I (@) oder bequemer durch ¢ [2] )

ausgedrickt werden kann, wo der Kiirze wegen

[] statt @ 42"+ 2"+ . ..

geschrieben wurde, erhalten wir fir das Moment der Triigheit
den Ausdruck

o [ff(x*+ y>) dedydx, (¢)
wo die Integrationen innerhalb der Grenzen der Ausdehnung des Kor-
pertheiles zu erstrecken sind. Wenden wir diese allgemeinen For-

meln auf die einzelnen Bestandtheile unseres Pendels an, so erhalten
wir die folgenden besonderen Resultate.
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I.Die Pendelstange wo. Die Liinge derselben sei «, deren
halbe Breite &, die halbe Dicke ¢, und ihr Gewicht m. Es ist dann
offenbar ihr

. a
statisches Moment s = m?

Mom. der Trigheit £ = %L—(az-i- b?).
Ieh fand nun nahezu
m = 0-742 Pfund, & = 1760,
daher wird auch
s = 037 .a
k= 02473 .a + 0-633.

2. Das Querstiick des Biigels ao3. Dieser Bestandtheil
hat eine zur Berechnung sehr ungute Form. Man wird sich jedoch
von der Walirheit nicht allzuviel entfernen, wenn man dieses Stiick
in ein Parallelopiped von einer etwa 270 grésseren Hohe als oz ist,
verwandelt. Thut man dieses, so erhilt man mit Riicksieht auf die
gemessenen Dimensionen: Die Hohe des Prisma ¢ = 2470, dessen
halbe Breite 4 = 20"0. Es wird daun nach (o) das statische

Moment
b
s=ma-+m—

und das Moment der Trigheit
P2 02
K =mlec+a)+ e + R
Da nun das Gewicht m = 0651 Pfd. ist, so wird
s = 0:6581.a + 7812
K = 0651 «* 4 15624 « 4 211-78.
3. Die Sechraubenmutter z~ sammt Schraube kann als ein

Massen-Element angesehen werden, dessen Abstand vom Punkte w
= « -} omist. Setzen wie o = &, so wird sofort
s =m(a 4 &)
K =m(a+ &)~
Nun ist aber
m = 0:071 Pfund, &= 23"5

gefunden worden, demnach wird auch
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s=0071.¢ } 1668
K =0071.¢* 4 3-337.a - 39:200.

4. Die eylindrischen Fassungen #i und g4d. Diese
Scheiben sind Cylinder von geringer Hohe und etwa bis iiber die halbe
Hohe ausgedreht. Ohne sich einer wesentlichen Ungenauigkeit aus-
zusetzen, kann man den Schwerpunkt derselben nahezu in der Mitte
ihres massiven Theiles annehmen. Bezeichnen wir den Abstand die-
ses Punktes von o durch &, so haben wir wieder

s=m(a+§&).

Die Auffindung des Moments der Trigheit bedarf inzwischen

einer kleinen Erwiigung. Betrachten wir das Integrale

¢ fff(x*+ y2) dx.dy.dx,
so sind, wenn wir dureh 7 den Halbmesser der genannten Cylinder
bezeichnen, die Grissen y und » dureh die Bedingung

Y2 4 22 = o2
verbunden. Die erste Integration muss desshalb innerhalb der

Grenzen

7 — i‘/,.z__yg

ausgefithrt werden. Geschicht dies und integrirt man dann von
y=—rbisy= -4 r,sowievon x =obisx = a4+ &+ b,
wo o die Hohe des Cylinders, & den Abstand seiner oberen Basis
vom Punkte o ausdriickt, so erhilt man

((a+& + 7 "2
K= son¢-z{(%+——)3+(a+€+h)’z},

oder wenn man bedenkt, dass
onrth = m

das Gewicht des Cylinders ist, auch

L2 02
N =m %(a-}— )2+ (e48) + —;— + %} .
Da wir aber in dem vorliegenden Falle wegen der geringen
wirksamen Hihe dieser Cylinder 2 = o setzen, dagegen aber & bis

zur Mitte der Scheibe ausdehnen diirfen, so erhalten wir fiir das Moment
der Trigheit ganz einfach

K—=m {(a—i—é’)—i—%};
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fir den oberen Cylinder fand ich
m = 0270 Pfund, &' = 38"9 r = 158,
fir den unteren
m = 0-390 Pfund, & = 13070 » = 15-8.
Daher wird fiir die obere Scheibe
s = 0270.¢ - 10-50
K= 0270.q% 4 21:006.a + 42542,
fir die untere:
s = 0390.« 4+ 5070
K = 0:390.q2 -} 101-400.« -+ 5784-08.
5. Diezwei Seitenstangen des Biigels & y und 3 a.

Ist m das Gewicht beider, A ihre innere Linge und £ die Hohe
o, S0 ist

s=m(a+£+%).

Das Moment der Trigheit erhdlt man aus dem Ausdrucke (c),
wenn man ihn innerhalb der Grenzen
z=+¢, y=+(b+n) und von y=a+¢& bis y=u+E+2
integrirt. Hier bezeichnet n die Breite der Stangen und /& den Ab-
stand ihrer inneren Seite von der Axe der X. Fiihrt man die ange-
deuteten Operationen aus, so erhilt man, wenn der Kiirze wegen
264+ 1= A
A2 b n n?
CZ+5A+§+ bz+?+§= B
gesetzt wird,
K=mier+ Aa+ B}.

Da nun bei unserem Pendel

m = 0273 Pfund, &= 22"0 A = 104"0
b =180 und =n = 1"8
ist, so wird
s = 0273 -« + 2020
K = 0273.a>+ 148:00.a -+ 6735°3.
6. Der Boden des Glasgefisses wird nach (Nr. 4) zu
behandeln sein. Da

m = 0132 Pfund, & = 127"5 » = 1370
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gefunden wurde, so erhiilt man
s = 0132.a + 1683
K = 0132.¢% + 33.66.a + 2151-4.
7. Die cylindrische Glaswand. [st & die Hohe des Cylin-

ders, « + & der Abstand seiner oberen Basis von dem Punkte o,
m das Gewicht dev Masse, so ist das statische Moment

s=m(n—|—£—|—%);

fir das Moment der Trigheit eines Cylinders iihnlicher Dimensionen
erhielten wir frither (Nr. 4)

K — TL’SD?‘zh {((L—}—g)g—l—(lt-i— g)k_*'/% + g}’

Differentiiren wir diesen Ausdruck in Beziehung auf 7, so erhalten
wir offenbar das Mom. inertiae der Wandung. Bedenken wir dabei
dass
Rozrhdr = m
das Gewicht der Glaswandung ist, so erhalten wir fiir das Moment
der Trigheit den Ausdruck
L2 g2
KE=m{(e«+8&)>+4 (a+ S)h—l——g— -+ e
In unserem Falle ist aber
m = 0-:813 Pfund, 2 = 90"8
£ = 38"9 r=13-0
daher auch
3 = 0:813.¢ 4 68-54
K = 0:813.0* + 13708 .« + 6405-0.
8. Das Quecksilber. Das statische Moment dieser Masse
ist durch

h
s=0e+é+ )
das Moment der Trigheit durch
L2 2
K= @ {9+ +on+y + 5
gegeben.
Die Hohe des Quecksilbers ist durch 7, dessen Gewicht durch @
ausgedriickt, und £ bezeichuet den Abstand der oberen Quecksilber-
fliche vom Punkte o. Nun ist aber & selbst wiederum von 72 abhiingig
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und es ist, wenn  den Abstand der inneren Bodenfliche des Glas-
gefisses vomn Punkte o ausdriickt

E=0—h.

Fiihren wir die Werthe in die oberen Ausdriicke ein, so wird
/.
§ = (a + 0 — ;1) 0
und
( h? 2
K= §ae+ 20 —Bya—0k+ 0+ < + 5
fiir unser Pendel ist selir nahe

0 = 10:357 Pfund 6 = 125”1
»r = 13"0 h i,

{

daher auch
s =10"38%.a + 910-54 =
K=10-587.a*4 1821-18.¢ + 84290-0
oder auch wenn wir Q und % besonders auszeichnen, was die Berech-
nung der Anderungen der Momente erleichtert:
s=0 %u + 1251 ——é

L2
K=0 {uz+ (2502 — ) «— 125" .7+ + 18692-0].

9. Bringt man die Momente der angefiihrten Bestandtheile in
eine Summe, so erhilt man das statische Moment, sowie auch das
Trigheits-Moment des ganzen Parallels. In diesen Ausdriicken erscheint
wo = « noeh unbestimmt und zwar desshalb, weil ieh keine Mittel
hatte, diese Linge mit annihernder Genauigkeit zu messen. Sie lisst
sich iibrigens aus dem beobachteten Gange der Uhr den bestehen-
den Verhiltnissen angemessen bestimmen. Denn da der heobachtete
tigliche Gang der Uhr der Linge eines mathem. Pendels von 45073
W. M. entsprach, so hat man nach I GI. (5) die Bedingungsgleichung

«® 4 162-16.¢ + 5475
1-0093.a 1 81-081
woraus man sofort

= 450-3,

« = 370"49
findet.
10. Um nun den Grad der Vollkommenheit der Compensation
beurtheilen zu konnen, werden die Anderungen die die Momente
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des Pendels in Folge der Anderungen der Temperatur erfahren,
entwickelt werden miissen. Bezeichnet man durch S° und A° das
statische und das Triigheits-Moment des ganzen Pendels und durch

d 8o d K0
(7) ’ ( d¢ )
die Anderungen derselben fiir einen Grad der Temperatur-Anderung,
so ist, wenu man
0-000041683 =«  0-0001126 = 3
0-00001440 = 0:0016041 = 9
" N

5563 = 0

setzt,
d SO A ~
(=) =G+e@a—p0.1+00+9 @D
Ebense ist, wenn
0-00008200 = «0 0:007042 = y° 0-00015013 = <
0-011714 = o 0-0002396 = d° 05430 = 0
0-029291 = 20 und 0-8609 = po
gesetzt wird,
d KO B x
() =@+ 200 a2+ B0+ (32— ) @} .
+ {h—2% QL (28)
+ (= 4+ 10 0).

Da wir nun frither

« = 37049
gefunden haben, so erhalten wir auch durch geeignete Substitution
dieser Zahlenwerthe

S = 60988
(£7) = — 0-000469
d¢
und
(25) = 7-228;
d¢
welehe Werthe in die Gleichung 1 (6) eingefiihrt, sofort
dL = 4 0700122 (29)

geben,
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Diese Verlingerung erfihrt somit das Pendel fir jeden Grad der
Temperatur-Zunahme, was, da die Uhr sehr nahe nach Sternzeit geht,
nach II. GI. (20)

d& =+ 07117 (30)
d. h. eine tigliche Retardation der Uhr von 0:117 Secunden gibt.

Dieses Resultat stimmt mit der Beobachtung in der That besser
iiberein, als ich erwarten durfte. Die Beobachtung gibt néimlich, fiir
einen Grad der Temperatur-Zunahme eine tiigliche Retardation von

0-103
Secunden, was von dem dureh Rechnung gefundenen Werthe nur um
07014 abweicht.

11. Es wird sich nunmehr darum handeln, diejenige Queeksil-
bermenge und diejenige Grosse zu berechnen, um welche Q und «
geindert werden miissen, um die Compensation vollstindig zu machen;
wobei iiberdies der Gang der Uhr unberiihrt bleiben soll. Zu diesem
Ende wird man die Ausdriicke (27) und (28), als auch die Momente
S und A in Beziehung auf « und % zu Differentiiven haben. Thut
man dies und setzt man

GaE U=
0

(e 6—25]@)}4=w’,
(2

so wird das Differentiale von (27),

80 ,
d( (”) =oda+ 9'dh (31)

und wenn man
2971 4+ 0 = ¢°

« 4 1251 — (QT”‘) -

setzt, ebenso das Differentiale des statischen Momentes
dS = gyda+ g/dh. (32)
Setzt man ferner
{20+ 2p.0)a+ [B°+ y°—30h) 01}
{2ap 4 (90— 0°h)a + (0h — 1) b 4 po} .
{2e0h — (A 4 ad®)}. Q0 = ¢
so wird, erhilt man fiir dus Differentiale von (28) den Ausdruck:

heS

0
= = Af
h ¥
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d K°
@ (F7) = ¢det (@ + ¢y an,

setzt man dagegen
2a {0+ 2:8473} + {0 (2502 — 1) + 352:81} = ¢°
2 .
{Tl — (e + 125161 } 0= ¢,
und
A . 0
ar 4 (2502 — ) a + {?_ 125‘16} h + 10692'0% o= n
(2
so wird das Differentiale des Triigheits-Momentes
dE = ¢yda 4 (o' = ¢")dh (3/1-)

Fithrt man die Rechnung mit den gegebenen Werthen von «,
k... aus, so findet man fiir unseren vorliegenden Fall

¢ = 0:00019370

¢ = — 0:00141407 %

¢ = 017556

J = — 0'11470§

¢ = — 100010
ferner

v, = 13:528

9o’ = 56-781 }

do = 121054

g = — 46859 i

&y = 284130

12. Kehren wir nun zu unserven Gleichungen (5) und (6) zurick,
so kommt es darauf an, die Werthe von de und dh so zu bestimmen,
dass die Anderung die das rechte Glied vom Gleichheitszeichen in
Gl. (5) erfihrt=0, und die Anderung die das gleichnamige Glied
in Gl (6) erfabrt, gleich dem von uns berechueten Werthe von
—d L (29) werde. Nimmt man auf diese Bedingungen Riicksicht nnd
filhrt man die nothigen Substitutionen dureh, so fiihet dies, wenn
iiberdies

¢ —¢L=u
¢+ ¢")— oL =uw
SdL = C,
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und dann
Yo — 9o L =
(o + ¢") — ¢l L=
gesetzt wird, zu den Endglcichungen
wda+wdh + C
wda + wdh

I
SR

(3%)

Aus diesen ergibt sich unmittelbar

I g Sl C

wu —w' u

/
w
da = —

wu' —w'u G (36)

}
0 = %.dh.

~
{2

und endlich ist

Fiihrt man die Rechnung vollstindig durch, so findet man fiir
das in Rede stehende Pendel
dh = 16%498
da 5-051 (37)
d0 = 2-242 Pfund.

13. Bei der ziemlichen Umstindlichkeit der Rechnung wird es
wiinschenswerth, das erhaltene Resultat einer Priifung zu unterwerfen.
Aueh sind die erhaltenen Werthe von d/4 und dea keineswegs so klein,
wie sie in den zu Grunde gelegten Betrachtungen nothwendig vor-
ausgesetzt werden mussten, und es wird auch schon desshalb wiin-
schenswerth, die Rechnung mit den neuen, mit den verbesserten
Werthen so weit niithig zuwiederholen, was eben nicht sehrheschwer-
lich wird. Die verbesserten Werthe von 7, ¢, 0, die wir von den
urspriinglichen Werthen dureh Striche ober den Buchstahen unter-
scheiden wollen, sind

M= 94"198
a = 37554
0 = 12-799 Pfund.

I

Mit diesen Werthen erhalten wir fiie die Momente des ganzen Pendels
die Grissen

S$P'=  7096-82

Ko=3193410-3,
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daher auch
L = 449794

was, von der urspriinglichen Linge 450%3 nur um 0%36 abweicht
und, da alles nur mit 5stelligen Logarithmen gerechnet wurde, als
eine ganz nale Ubereinstimmung angesehen werden darf.

Ferner erhiillt man
dSse

el — 0-02681
d RO
= — 13-393,
dt
mithin auch nach 1. Gleichung (6)
dL = — 07000187
df = — 0-0180;

wodurch die Compensation bedeutend verbessert erscheint.

Berechnet man mit diesenverbesserten Werthen 2/, «' neuerdings
die an diesclben anzubringenden Correctionen, so findet man, den
letzt entwickelten Ausdriicken folgend:

dh = — 2190
da’ = — 0-750 (38)
dQ = — 0297 Pfund.

Addiren wir diese Verbesserungen zu den friiher gefundenen L. (37)
Werthen, so erhalten wir als Endresultat fiir die vorzunehmenden

Anderungen
dl = 147308

da' = 5-051 (39)
dQ'= 1-944
womit die Rechnung abgeschlossen erscheint.
Un alles zu eontroliren, kann man die Rechnung, so weit nithig,
mit den zwei verbesserten Werthen, nimlich mit
= 927008
a' 37449
0" = 12502
durchfihren. Thut man dies, so findet man

I

S° = 69643 Ko = 3133792-3
und
L = 449"98
wie frither. Eben so erhilt man ferner
48 0022879 wd X — 10310
dt dt
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mithin

dL = — 070000021
und

d& = —0"000202.

Die Compensation erscheint also durch diese neuen Werthe bis
auf zwel Zehntausendstel einer Secunde hergestellt, was wohl
fiie alle Fille ausreicht.

Die hier gefundenen Correctionen der Quecksilbermenge und
der Linge der Pendelstange, sind der Reelinungen so vollkommen
als thunlich angepasst. Inzwischen stimmt, wie wir gesehen haben
(HL 30), die Rechnung mit der Beobachtung nicht vollkommen iiber-
ein. Da wir aber durch die Rechnung einen sicheren Massstab fiir
das Verhiltniss zwischen der Grisse dieser Correctionen und den
Variationen des Ganges der Uhr erhalten haben, so wird es nicht
schwer werden, diese Verbesserungen so zu modificiren, dass
dadurch den Ergebnissen der Beobachtung vollstindige Riicksicht
getragen werde.

In unserem Falle erhielten wir aus der Beobachtung

dé = 0103,
withrend die Rechnung

dé = 0117
gab. Da nun die Correctionen dh, de auf Grund des letzteren Wer-
thes berechnet sind, so werden wir sie in dem Verhiltnisse von
103: 117 zu vermindern haben, um der factischen Unvollstindigkeit
der Compensation des Pendels abzuhelfen.

Man wird also, um die Compensation des genannten Pendels so
viel moglich vollstindig herzustellen, die Hohe der Quecksilbersiule um
12:853 Wiener Mass
vergrossern oder was dasselbe ist (40)
1+706 Pfund
Quecksilber zngiessen , gleichzeitig aber aueh, dureh Hilfe der
Schraubenmutter = die Pendelstange um

3173
verlingern miissen.

Auf diesem oder einem ilnlichen Wege wird man, wie ich
glaube, die Regulirung der Compensation mit Sicherheit bewerk-
stelligen kinnen, und wenn auch die Durchfihrung derselben nicht
ganz gering ist, so wird die darauf verwendete Mihe doch durch die

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. XXV Bd. 1. IIft. 2%
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kurze Zeit, in weleher man mit diesem Gesehiifte fertig wird und die
Beruhigung die darin liegt, dass man sich jedes Schrittes, den man
thut, vollkommen bewusst ist, mehr als hinreichend entsehidiget. In
der Praxis endlich wird man noch cine untriigliche Priifung des Gan-
zen schnell dadarch erhalten, dass man den tiglichen Gang der Uhr
nach vollbrachter Zugabe oder Wegnahme der berechneten Queck-
silber-Menge und nach vollzogener Verlingerung oder Verkiirzung
der Pendelstange, mit dem urspriinglichen Gange der Uhr vergleicht.
Findet man in beiden Fillen, fiir diesen tiglichen Gang der Uhr, die-
selben oder sehr nahe dieselben Werthe, so darf man mit allem
Reehte annehmen, dass alles in bester Ordnung sei.

So unzweifelhaft die Sache aueh an sieh ist, so haben mich
doeh die grossen Werthe der nothigen Correctionen iiberraseht, und
es wuar mir sehr duran gelegen mich, bei den Erfahungen andercr
Rathes zu erholen. Es war mir daher sehr erwiinscht in Bode’s Jahr-
buch auf das Juhr 1810, die Beschreibung eines Mercurial - Pendels
von Thomas Blacker wus London zu finden. Die Dimensionen dieses
Pendels stimmen mit jenen des anseren so nahe iiherein, als dies bei
Copien die durch mehrere idnde gegangen sind, nar immer der Fall
ist. ,Fulls dieses Pendel®, so heisst es dort pag. 223, ..in 30 Grad
LFahrenheit sehr richtig geht, aber in 90 Grad eine Secunde in
»24 Stunden verliert, so miissen 20 Loth Quecksilber mehr in das
»Glas gethan werden, und so umgekehrt. Es folgt also daraus,
~dass das Zuthun oder Wegnehmen von 2 Loth Quecksilber dieses
.Pendel auf 1/;, einer Secunde in 24 Stunden compensirt, wenn es
wentweder zu langsam oder zu geschwind in verschiedenen Tempera-
~turen vibrirt.«

Nun diese Folgerung (Bode’s) ist nicht priicis, jene 20 Loth
beziehen sich auf die Temperatur-Differenz von 60 Grad Kahrenheit
oder 267 Réaumur. Wenn der Gang der Uhv bei einer Temperatur-
)indel'uug von einem Grad Réaumur um 1 Zoll variirt, so wird
26-Tmal mehr Quecksilber zur Herstellung der Compensation verwen-
det werden miissen, was fir eine Variation des Ganges die Uhr von

0°103
fiwe 1 Grad R.. wie dies hier der Fall ist, ein Quecksilber-Quan{um von
192 Pfund
ausmacht, was iiberans gut mit dem Resultate niherer Rechuung (40)
ibereinstimmt,



